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量子力学是什么？
是用数学方法描述量子物理规律的一门工具类学科。

量子力学是研究微观粒子的运动规律
的物理学分支学科，它主要研究原子、
分子、凝聚态物质，以及原子核和基
本粒子的结构、性质的基础理论，它
与相对论一起构成了现代物理学的理
论基础。

量子力学的基本原理包括量子态的概
念，运动方程、理论概念和观测物理
量之间的对应规则和物理原理。
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在微观粒子世界，没有绝对静止的概念，任何粒子都是以一定的
概率在波动。

只是波动的幅度和频度有大有小，绝大多数情况下这种波动是肉
眼无法观察到。

巨量的微观粒子构成我们能够看到的物体，这些巨量的粒子的波
动相互作用，互相牵制，组合在一起形成了一种统一的波动，形
成集体行为，体现出来物体的各种性质，如：导热、导电等。
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具有确定动量和确定能量的自由粒子，相当于频率为n波长为l
的平面波，二者之间的关系如同光子与光波一样，即: 

E = hn = !w

这就是著名的德布罗意关系式，这种表示自由粒子的平面波称为德布
罗意波或“物质波”。

能量

动量
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自由粒子的波函数(德布罗意假设) 

能量子

动量

波函数
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为什么我们感觉不到这种微观粒子波？

可见单个粒子波动的波长是非常非常小的，完全不在人类能够直接观察的范围。
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粒子或系统的哈密顿量H

动能+势能，就是这个粒子的总能量。因此，哈密顿量表示了粒子的能量。

首先看第一项，分母m表示粒子的质量，倒三角的平方表示两个梯度算符点乘，作用于函数的
效果，就是对三个自变量xyz分别求二阶导数，然后再相加起来，得到的还是一个标量函数。

第一项实际上代表了粒子的动能；第二项是一个空间位置的函数，即势能函数，表示粒子处在不
同位置时的势能大小。
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为什么用哈密顿量H？帮助理解

对于一个封闭系统来说，无论是微观还是宏观都是能量守恒的，在各种状态的迁移过程中终于
可以找到一个等量关系，就像在茫茫大海中抓到一根救命稻草。

阿基米德由澡盆溢水找到了解决王冠问题的办法：相同质量的相同物质泡在水里，溢出的水的体积应
该相同。如果把王冠放到水了，溢出的水的体积应该与相同质量的金块的体积相同，否则王冠里肯定
掺有假。阿基米德跑到王宫后立即找来一盆水，又找来同样重量的一块黄金，一块白银，分两次泡进
盆里，白银溢出的水比黄金溢出的几乎要多一倍，然后他又把王冠和金块分别泡进水盆里，王冠溢出
的水比金块多，显然王冠的质量不等于金块的质量，王冠里肯定掺了假。

等量关系：等量的黄金虽然形状变了，但是总体积是不变的。

=
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量子力学的五大公设
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量子力学的五大公设：波函数

一、量子态（波函数）公设

波函数公设，一个微观粒子的状态可以由波函数完全来描述，波函数的模方为粒子的概率密
度，波函数满足归一化条件。

2( , , , ) ( , )x y z t r tw = Y !

波函数三个标准条件：有限性、单值性和连续性。
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量子力学的五大公设：什么是量子态波函数？

这是一个波函数 这是一个波函数

一个状态平移后变为另一个态
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量子力学的五大公设：态叠加原理

若y1，y2 ,..., yn ,...是体系的一系列可能的状态，则这些态的线性叠加y= C1y1 + C2y2
+ ...+ Cnyn+ ... 

(其中 C1 , C2 , ... ,Cn ,...为复常数) 也是体系的一个可能状态。

处于y态的体系，部分的处于y1态，部分的处于y2态…,部分的处于yn,... 
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量子力学的五大公设：薛定谔方程

二、量子运动方程公设--薛定谔方程

2
2( , ) [ ( , )] ( , )

2
i r t V r t r t
t m
y y¶

\ = - Ñ +
¶

!" " "
! ——薛定谔方程

注意：

薛定谔方程是建立起来的，而不是推导出来的，

它是量子力学中的一个基本假设。

地位等同于牛顿力学中的牛顿方程 F = ma。

它的正确性由方程得出的结论与实验比较来验证。
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量子力学的五大公设：定态薛定谔方程
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定态薛定谔方程

定态含义作用在粒子上的势场是不随时间改变的薛定谔方程。
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定态波函数

（1）在定态中，几率密度和几率流密度不随时间改变；

（2）任何不显含时间t的力学量平均值与时间t 无关；

（3）任何不显含时间t的力学量的测量概率分布也不随时间改变。

定态的性质：
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量子力学的五大公设：厄米Hermite算符

三、算符公设

任意可观测的力学量，都可以用相应的线性厄米算符来表示。

读作dagger：匕首; 短剑
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厄米算符：转置，再取复共轭
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厄米算子是一类特殊的重要算子，因为厄米算子的特

征值是可观测量的可能值，这意味着测量值为实数而

不是复数。在量子力学中，与伴随项相等的算子称为

厄米共轭算子或自伴随算子。

换句话说，算子A是厄米算子的当且仅当满足以下等

式：

A† =A

作为一个例子，推导下面表示线性算子的矩阵的伴随

项，确定其是否是厄米矩阵：

A =
2 2 + i 4

2 − i 3 i
4 −i 1

首先，确定矩阵的共轭复数A∗

A∗ =
2 2 − i 4

2 + i 3 −i
4 i 1

然后，对A∗进行转置得到：

A† =
2 2 + i 4

2 − i 3 i
4 −i 1

所以， A† =A，所以该矩阵是厄米矩阵。



量子力学的五大公设：平均值测量

四.、量子测量公设(平均值公设) 
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量子力学的五大公设：全同性原理

五、全同性原理公设

如果两个粒子内禀属性全部相同(质量，电荷，自旋，同位旋，内部结构以及其他)，认为它们
是全同的。

在这种情况下，比如两个电子，我们在实验中如不做人为的标记，是无法区分它们的。

所以全同性原理便是全同粒子的不可分辨性。

而这跟微观粒子的交换对称性扯上了关系，两个全同粒子组成的系统，其概率幅应当是对称
的，也就是说总的波函数要么是对称的，要么是反对称的。

这种情况下，总波函数对称的我们叫它玻色子，反对称的我们叫它费米子（Pauli不相容原
理）。
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典型的量子态波函数
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求解定态量子问题的步骤

（4）通过归一化确定归一化系数Cn

2( ) 1n nC r dy t
¥

-¥
=ò

!

（1）列出定态Schrödinger方程

（3）根据波函数三个标准条件求解能量E的本征值问题，得：

本征值： E1，E2，…，En，… 

本征函数： y1，y2，…，yn，… 

（2）求解Schrödinger方程，写出通解
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一维线性自由粒子
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一维线性自由粒子的波函数

对应于一个能量本征值，有两个本征态(p=0)除外，因此其能级是二重简并的（所谓简并，也就
是两个状态能量级别是相等的）。
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哈密顿量

波函数

能量
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一维无限深势阱
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一维无限深势阱

在许多情况中，如金属中的电子、原子中的电子、原子核中的质子和中子等，粒子的运动有一个共同点，
即粒子的运动都被限制在有限的空间范围内，或者说，粒子处于束缚态。

为了分析束缚态粒子的共同特点，我们可以将上述情况简单化、理想化，建立无限深势阱模型。

粒子的势能为: 
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一维无限深势阱

a

金属
（铁块）

U(x)
U=U0U=U0

E
U=0

x

极

限 U=0
E

U→∞ U→∞
U(x)

x0 aⅠ Ⅱ Ⅲ
无限深方势阱

（potential well）

是实际情况的极端化和简化。

粒子在势阱内受力为零，势能为零。在阱内自由运动在阱外势能为无穷大，在阱壁上受极
大的斥力, 不能到阱外。
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一维无限深势阱波函数

哈密顿量
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本征波函数

本征能量

被束缚在阱中的粒子
的能量只能取一系列
离散的数值，即能量
是量子化的。

煤油灯科技



一维无限深势阱波函数分析

2 2 2

2 ,    1,2,
2n
nE n
ma
p= =!

"

1、每个可能的值叫能量本征值

)1(          
2

E 
22

1 == n
µ
p!

2、束缚态 粒子能量取值分立 (能级概念)，能量量子化

3、基态：

最低能量不为零--波粒二象性的必然结果，因为静止的波是不存在的。
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一维无限深势阱波函数分析

4、能级间距：
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5、通常表达式写为
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当n 很大时,能量趋于连续, 量子效应不明显。
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一维无限深势阱波函数分析

6、本征能量和本征函数的可能取值
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一维无限深势阱波函数分析

( )x4y
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( ) 24 xy 4=n

( ) 22 xy 2=n

( ) 21 xy 1=n
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a
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波函数 概率幅
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一维无限深势阱波函数分析

¥®n 时，

量子 ® 经典

符合玻尔对应原理

| 2Ψn |

a

n 很大

En

0

平均效应明显
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一维线性谐振子
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一维线性谐振子

线性谐振子是物理学中一个重要的模型，许多在平衡点附近振动的物理问题都可简化为线性谐
振运动。一般说来，任何一个体系在稳定平衡点附近都可以近似地用线性谐振子来表示。

自然界广泛碰到简谐振动，任何体系在平衡位置附近的小振动，例如分子振动、晶格振动、原
子核表面振动以及辐射场的振动等往往都可以分解成若干彼此独立的一维简谐振动。

一些复杂的势场下粒子的运动往往可以用线性谐振动来近似描述。例如双原子分子，两原子间
的势V是二者相对距离x的函数，如图所示。在 x = a 处，V 有一极小值V0 。

a x
V(x)

0
V0

经典的弹簧谐振子

双原子相互作用势
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一维线性谐振子波函数

线性谐振子的 Hamilton量：
2

2 2ˆ 1ˆ
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本征波函数

本征能量

谐振子能量也只能取
一系列离散的数值，
即能量是量子化的。

值得注意的是，基态能量 E0=（1/2）ħω ≠0，称为零点能。这与无穷深势阱中的粒子的基态能量不为零是
相似的，是微观粒子波粒二象性的表现，能量为零的“静止的”波是没有意义的，零点能是量子效应。
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一维线性谐振子波函数递推关系

厄密多项式的递推关系：

12 ( )n
n

dH nH
d

x
x -=

1 12 2 0n n nH H nHx+ -- + =

基于厄密多项式的递推关系可以导出谐振子波函数y(x)的递推关系：

1 1
1 1( ) [ ( ) ( )]

2 2n n n
n nx x x xy y y

a - +

+
= +

已知H0 = 1, H1=2x

H2 = 2xH1-2nH0

= 4x2-2

1 1
1( ) [ ( ) ( )]

2 2n n n
d n nx x x
dx
y a y y- +

+
= -

下面给出前几个厄密多项式
具体表达式：
H0=1  
H2=4ξ2-2 
H4 = 16ξ4-48ξ2+12 
H1=2ξ 
H3=8ξ3-12ξ 
H5=32ξ5-160ξ3+120ξ
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一维线性谐振子波函数分析

n = 0

n = 1

n = 2

然而，量子情况与此不同
对于基态，其几率密度是：
ω0(ξ) = |ψ0(ξ)|2 = N0

2 exp[-ξ2] 
分析上式可知：
一方面表明在ξ= 0处找到粒子的几率最大；
另一方面，在|ξ|≧1处，即在阱外找到粒子
的几率不为零，与经典情况完全不同。

x
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一维线性谐振子波函数分析

分析波函数可知量子力学的谐振子波函数ψn有 n 个节点，在节点处找到粒子的几率为
零。而经典力学的谐振子在 [-a, a] 区间每一点上都能找到粒子，没有节点。

-1     0      1

ω0(ξ)
ωn(ξ) n=2

n=1

n=0

-1 1 x -2 2-4 4

|y10|2

x

几率分布

¥®n 时， 量子 ® 经典
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平面转子和空间刚性转子

旋转与角动量在量子力学中具有独特的地位，平面转子和空间刚性转
子用于分析原子电子的角动量和自旋。
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平面转子的能量本征值与本征态

平面转子的哈密顿算符为：

2 2 2

2

ˆ
ˆ

2 2
zlH
I I j

¶
= = -

¶
!

ẑl i
j
¶

= -
¶
!

平面转子的哈密顿算符本征值：

相应的本征函数：

2 2

0
2m
mE
I

= ³
!

1( ) ,     0, 1, 2,
2

im
m e mjy j

p
= = ± ± !

对应于一个能量本征值，有两个本征态(m=0)除外，因此其能级是二重简并的。对应
s/p/d/f等亚轨道电子的排布。
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空间刚性转子的能量本征值与本征函数

空间转子的哈密顿算符为：
2ˆ

ˆ
2
lH
I

=
!

空间刚性转子能量本征值：

2( 1)
2l

l lE
I

+= !

能级是(2L+1)度简并的。对应原子的外围电子分布。

相应的波函数为： ( , )lmY q j

0,1,2, ;l = ! 0, 1, ,m l= ± ±!

煤油灯科技



量子力学中的基础概念
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基本概念
能量的简并度：如果有多个状态，对应的能量等级是一样的大小，那么这些状态就是能量简并
的，属于这个能量等级的状态的数量，也就是这个能量等级的简并度。

算符：算符是指作用在一个函数上得出另一个函数的运算符号。通俗地说，算符就是一种运算
符号。
算符作用在一个函数u上，使之变成另一个新的函数，例如：

2F𝒰 = 𝒱，
6𝒰
67 = 𝒱，

6
67 就是微商算符。

算符的对易关系：

ÙÙÙÙÙÙ

-=úû
ù

êë
é FGGFGF ,

称算符 2F与 8G 是对易的，即
ÙÙÙÙ

= FGGF0, =úû
ù

êë
é ÙÙ

GF
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基本概念

算符的本征值和本征函数：

厄米算符和厄米矩阵：

煤油灯科技



基本概念

厄米算符和厄米矩阵：
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基本概念

厄米算符和厄米矩阵：

量子体系中的可观测量(力学量)用线性厄米算符来描述是量子力学的一个基本假设，其正确性应该由实
验来判定。

“量子体系中的力学量用相应的线性厄米算符来描述”具有多方面的含义: 

其一，算符的线性是状态叠加原理所要求的; 

其二，实验上的可观测的力学量总是实数，力学量相应的算符必须是厄米算符;实际上，这种要求是 有

些过分了，即使某个力学量的算符不是厄米算符，只要它的本征值是实数即可，但是这样做的结果会

使本征矢变成超完备的，以致不便于使用。

其三，量子力学里测量值通常不是唯一确定的值，而是具有一定概率分布的一系列的值，这些测量值

的平均值可用如下(ψ 已经归一化)来表示

!F= ∫𝜓∗ %F𝜓𝒹𝒯

其四，力学量之间的关系也可通过相应算符之间的关系(如对易关系)来反映出来。

基于以上几点， 量子力学中的力学量用厄米算符来描述。
煤油灯科技



基本概念

厄米算符和厄米矩阵：

在物理系统中，其可观察的物理量(例如坐标、动量、能量等等)，在量子力学中可视为一
算符，此算符有对应的本征向量和本征值，算符所对应的本征向量代表物理系统的状态，
物理量的结果就是本征值。
因此，如用矩阵表示算符，则一定是厄米矩阵，因为厄米矩阵的本征值为实数，所以也是
可观察的量。
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基本概念

幺正矩阵（U矩阵）：

量子计算从输入到输出其实
就是执行一系列的幺正变换
的过程。

原
始
数
据
输
入

根据
数据
制作
量子
初态

量
子
末
态

量
子
态
测
量

数
据
结
果
输
出

量子态操作，
幺正变换

量子编程，程序输入 量子算法待解决的问题

量子计算过程
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基本概念

幺正矩阵（U矩阵）：

煤油灯科技

该矩阵的共轭转置为：

A† =;
<
1 − i 1 + i
1 + i 1 − i

比如，如下U矩阵：

A =;<
1 + i 1 − i
1 − i 1 + i



量子力学中的运算
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量子力学与数学计算的基本对应

量子态 <------------------>向量（或者叫矢量）

量子态跃迁 <--------->算符 <--------->矩阵（幺正矩阵）

所以说，量子力学的数学计算也就是向量和矩阵计算。

煤油灯科技



数学向量（或者叫矢量）

三维矢量空间

煤油灯科技



矢量的狄拉克(Dirac)符号(也叫“bra-ket 符号”)

右矢ket

左矢bra

* 表示复共轭
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矢量的狄拉克(Dirac)符号(也叫“bra-ket 符号”)

煤油灯科技



多维Hilbert 向量空间：量子态一般都是多维空间

将三维矢量空间扩展到

任意维数的复矢量空间: 

• 三维 ---》任意n有限

维，无限维，连续维

• 常矢量-----》复变函

数矢量

煤油灯科技



多维Hilbert 向量空间
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狄拉克矢量内积和外积
内积：
如果有一个bra和一个ket并且它们的维度相同，可以将它们
相乘（bra在左边，ket在右边）得到一个数字。假设〈a|和
|b〉都是n维的：

使用连接表示乘积，这意味着将它们紧挨着写在一起，中间
没有任何符号。所以这个乘积写作〈a||b〉。通过挤压，竖线
重合在一起得到〈a|b〉，这才是我们将使用的内积符号。
braket乘积的定义如下：

外积：
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狄拉克矢量正交性

两个ket|a〉和|b〉是正交的当且仅当〈a|b〉=0。
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狄拉克矢量标准正交基

“标准正交”有两个含义：单位性和正交性。
在二维向量空间中，一组标准正交基由两个互相垂直的单位向量组成。更一般地，在n维向量
空间中，一组标准正交基由n个两两垂直的单位向量组成。我们先来看看二维的情况，包含所
有二维向量的集合记作R2。R2的一组标准正交基由两个互相垂直的单位向量|b1〉和|b2〉组成。
因此，给定一对向量，想要检验它们是否组成一组标准正交基，我们必须首先检验它们是否
是单位向量，然后检验它们是否是正交的。
可以使用braket乘积检验这两个条件。我们需要〈b1|b1〉=1，〈b2|b2〉=1，〈b1|b2〉=0。
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狄拉克矢量标准正交基
考虑测量粒子的自旋，我们观察了在垂直方向和水平方向测量的自旋。在垂直方向测量自旋的
数学模型将会使用标准基，旋转测量装置的数学描述将会使用一组新的标准正交基。我们列举
的三组二维的基都有非常重要的关于自旋的解释，因此我们没有使用字母来命名它们，而是使
用与自旋方向相关的箭头来表示。下面是我们将会使用的符号：
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狄拉克矢量的标准正交基表示

给定一个向量和一组标准正交基，我们可以将这个向量
表示成基向量的加权和。尽管在目前阶段看不出有什么
用，但我们将在后面看到这正是我们的数学模型的基本
思想之一。先来看看二维的例子。R2中的任意向量|v〉
都可以写作|↑〉的倍数加上|↓〉的倍数。
这等价于一个显然的事实，对于任对于任意数字c和d，
方程

c
d = x!

1
0 + x"

0
1

都有解。显然该方程有一个解x1=c且x2=d，并且这是
唯一的解。

R2中的任意向量|v〉是否都能表示成|→〉的倍数加上|←〉
的倍数呢？等价地，下面的方程对于任意数字c和d是
否都有解？

c
d = x! |→〉+ x"|←⟩
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狄拉克矢量的标准正交基表示

每个向量空间都有无限多个标准正交基。实际应用中，通
常会选择易于运算的基集而不是某些特定的基集。这个基
称为计算基。虽然基集可以不唯一，但集合中包含的基向
量的数量是不变的。例如，假设复向量空间Cn中的基有n
个线性独立的向量，那么Cn中的任意一个向量|x〉都可以
唯一地表示为这n个向量的线性组合：

在量子信息处理中，一般将量子位状态|0〉和|1〉作为
标准计算基，不过也可以使用其他计算基。例如，下
列向量可以用作一组标准正交基
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狄拉克矢量矩阵乘法

给定一个多行多列的矩阵，我们将行视作bra，将列视作ket。
在我们的例子中，A可以视作两个bra叠起来，也可以视作三
个ket一个挨一个。同样，B可以视作三个bra叠起来，也可以
视作两个ket一个挨一个。A与B的乘积使用了这种观点。乘积
被记作AB，计算时将A看作bra的组合，将B看作ket的组合。
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量子态的矩阵表示

量子态矩阵表示的实质是选取态空间的一套基底后 用量子态的分量来表示量子态。
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量子态的矩阵表示
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量子算符的矩阵表示
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量子计算的Pauli矩阵

在数学和数学物理中，泡利矩阵是一组三个2×2的幺正厄米复矩阵，以物理学家沃尔夫冈·泡利命
名的。

在量子力学中，它们出现在泡利方程中描述磁场和自旋之间相互作用的一项。所有的泡利矩阵都
是厄米矩阵，它们和单位矩阵𝙸（有时候又被称为为第零号泡利矩阵σ0），的线性张成为2×2厄
米矩阵的向量空间。

煤油灯科技

四个常用的矩阵，我们称之为Pauli矩阵



量子计算的Pauli量子门

煤油灯科技

常用但量子比特的名称、符号和酉矩阵。
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练习示例
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例1：证明，在 本征态Ylm下，ẑl
0x yl l= =

证法一： ˆ ˆ ˆ[ , ]y z xl l i l=! "

2 22 2( ) ( )
4y z xl l l\ D × D ³
!

由于在 本征态Ylm中，测量力学量lz有确定值，
ẑl

2( ) 0zlD =

2 22( ) 0
4y xl lD × ³
!

2 2
0

4 xlÞ ³
!

欲保证不等式成立，必有： 0xl =

同理： 0yl =

利用测不准关系

练习示例1
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法二： ˆ ˆ ˆ[ , ]y z xl l i l= !

1ˆ ˆ ˆ[ , ]x y zl l l
i

Þ =
!

1 ˆ ˆ ˆ ˆ( )y z z yl l l l
i

= -
!

*1 ˆ ˆ ˆ ˆ( )x lm y z z y lml Y l l l l Y d
i

= - Wò
!

* *1 1ˆ ˆ ˆ ˆ
lm y z lm lm z y lmY l l Y d Y l l Y d

i i
= W- Wò ò
! !

* *1 1ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )lm y z lm z lm y lmY l l Y d l Y l Y d
i i

= W- Wò ò
! !

* *1 1ˆ ˆ
lm y lm lm y lmm Y l Y d m Y l Y d

i i
= W- Wò ò! !
! !

y y
m ml l
i i

= - 0=

同理： 0yl =

利用求平均值的方法
练习示例1
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例2： 共同本征态Ylm下，求测不准关系：2ˆ ˆ, zl l
! 2 2( ) ( ) ?x yl lD × D =

解： 22 2( )x x xl l lD = -
22 2( )y y yl l lD = -

由例1可知： 0x yl l= =

2 * 2ˆ
x lm x lml Y l Y d= Wò

ˆ ˆ ˆ[ , ]x y zi l l l=! ˆ ˆ ˆ ˆ
y z z yl l l l= -

等式两边右乘
x̂l

2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
x y z x z y xi l l l l l l l= -! ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )y x z y z y xl l l i l l l l= + -!

2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
y x z y z y xl l l i l l l l= + -!

练习示例2
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2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
x y x z y z y xi l l l l i l l l l= + -! !

将上式两边在Ylm态下求平均：

* 2 * * 2 *ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
lm x lm lm y x z lm lm y lm lm z y x lmi Y l Y d Y l l l Y d i Y l Y d Y l l l Y dW = W + W- Wò ò ò ò! !

2 * 2 *ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )x lm y x lm y z lm y x lmi l m Y l l Y d i l l Y l l Y d= W + - Wò ò! ! !

* 2 *ˆ ˆ ˆ ˆ
lm y x lm y lm y x lmm Y l l Y d i l m Y l l Y d= W + - Wò ò! ! !

2
yi l= !

2 2
x yl lÞ =

2 2 2 2ˆˆ ˆ ˆ
x y zl l l l+ + =

!
2 2 2 2ˆˆ ˆ ˆ
x y zl l l lÞ + = -

!

将上式两边在Ylm态下求平均：

* 2 2 * 2 2ˆˆ ˆ ˆ( ) ( )lm x y lm lm z lmY l l Y d Y l l Y d+ W = - Wò ò
!

2 2 2 *[ ( 1) ] lm lml l m Y Y d= + - Wò! !
2 2 2( 1)l l m= + -! !

练习示例2
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* 2 2 2 2 2ˆ ˆ( ) ( 1)lm x y lmY l l Y d l l m+ W = + -ò ! !

2 2 2 2 2( 1)x yl l l l m+ = + -! !

2 2
x yl l=!

2 2 2 21 [ ( 1) ]
2x yl l l l m\ = = + - !

则测不准关系：

22 2( )x x xl l lD = -

2
yl=

22 2( )y y yl l lD = -

2
yl=

2 2 2 2( ) ( )x y x yl l l lD × D = ×

2 2 41 [ ( 1) ]
4
l l m= + - !

练习示例2
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例3：一电荷为e的一维线性谐振子受恒定弱电场e作
用，电场沿正x方向,其势场为： 2 21( )

2
V x m x e xw e= - 求能量本征值和本征函数。

解： 定态Schrödinger方程：

yyeµwy
µ

Exex
dx
d

=-+- )
2
1(

2
22

2

22
!

y
µw
ey

µw
eµwy

µ
)

2
()(

2
1

2 2

22
2

2
2

2

22 eEex
dx
d

+=-+-
!

2'
µw
eexx -=

2

22

2
'

µw
eeEE +=令

练习示例3
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yyµwy
µ

''
2
1

2
22

2

22

Ex
dx
d

=+-
!

ï
î

ï
í

ì

=

=+=

- 22 '
2
1

)'()'(

,2,1,0,)
2
1('

x

nnn

n

exHNx

nnE

a
aay

w !"

所求的解为：

ï
ï
î

ï
ï
í

ì

-=-

=-+=

-
- 2

2
2 )(

2
1

22

2

22

)]([)]([

,2,1,0,
2

)
2
1(

µw
ea

µw
ea

µw
eay

µw
ew

ex

nnn

n

eexHNex

nenE !"

练习示例3
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例4、若在一维无限深势阱中运动的粒子的量子数为n，求：

（1）距势阱内左壁1/4宽度内发现粒子的几率；

（2）n取何值时，在此区域内找到粒子的几率最大？

（3）当 时，这个几率的极限是多少？

这个结果与经典情况比较，说明了什么问题？

n®¥

练习示例4
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2 2 2

2 ,                1,2,
2
0,                        0,    

2 sin ,          0

n

n

nE n
ma

x x a
n x x a

a a

p

y p

ì
ï
ïï ìí

ïï íï ïï îî

= =

£ ³
=

< <

!
"

例4. 解：一维无限深势阱本征值和本征函数

( ) ( )
4 4

2

0 0

2 sin
a a

n n
nx x xdx

a a
py y* =ò ò

距势阱内左壁1/4宽度内发现粒子的几率

1 1 sin
4 2 2

n
n

p
p

= -

当 取最大值3n = 1 1
4 6p
+

当n趋于无穷时此值为1/4说明粒子均匀分布于势阱内和经典结果一致。

练习示例4
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2cosA jF =

例5、一约束在平面上沿一定半径绕 z轴（垂直平面）

转动的平面子，处于 态中，试确定在此态

中能量及角动量的可能取值及其相应的几率，并求平均值。

练习示例5
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例5.  解：平面刚性转子体系能量的本征值和本征函数为

I
mEm 2

22
!

= j

p
j im

m e
2
1)( =F !,1,0 ±=m

j2cosA=F )(
4
2

2
2

220 -F+F+F=
pp AA

∵

∴

1|| 2 =å
n

nC 求得

p3
4

=A

3
2

0 =C
6
1

22 == -CC

练习示例5
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角动量的可能值为：0， ， 2! 2- !
相应的几率为 2/3，1/3   ，1/3

∴能量的可能取值为
相应几率为 2/3         1/3

00 =E I
E

2

2
2!

=±

I
E

3
2 2
!

=

02 ==å
n

znz LCL

练习示例5
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